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Примеры решения механических задач с одной степенью свободы с

помощью уравнений Лагранжа 2-го рода:
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1.57. Невесомый изогнутый под прямым уг-

лом стержень соединяет груз массой m1 и

поршень массой m2, движущийся в верти-

кальных направляющих. AB = a, BC = b.
Момент M приложен к стержню, горизон-

тальная сила F — к углу B. За обобщен-

ную координату принять ϕ.
Решение

Выразим скорости тел через обобщенную координату:

Учтём, что: VCx = 0 VAy = 0

Составим граф:
ϕ ϕ+π/2

C −→B −→ A
b a

x : VAx = −bϕ̇ sin(ϕ) − aϕ̇ cos(ϕ)
y : 0 = VCy + bϕ̇ cos(ϕ) − aϕ̇ sin(ϕ)
Следовательно: VCy = aϕ̇ sin(ϕ) − bϕ̇ cos(ϕ)

Составим граф:
ϕ

C −→B
b

x : VBx = −bϕ̇ sin(ϕ)
Кинетическая энергия:

T = m1/2V 2

A + m2/2V 2

C

T = m1/2(b2ϕ̇2 sin2(ϕ) + abϕ̇2 sin(2ϕ) + a2ϕ̇2 sin2(ϕ)) + m2/2(a2ϕ̇2 sin2(ϕ)−
abϕ̇2 sin(2ϕ) + b2ϕ̇2 cos2(ϕ))
T = ϕ̇2/2(A + B sin2(ϕ) + C sin(2ϕ))
Обобщенная сила:

Q = (−Mϕ̇ − FVBx − m2gVCy)/ϕ̇
Q = −M + Fb sin(ϕ) − m2ga sin(ϕ) + m2gb cos(ϕ)
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1.58. Невесомый изогнутый под прямым

углом стержень соединяет цилиндр мас-

сой m1 и поршень массой m2, движущийся

в вертикальных направляющих. AB = a,
BC = b. Момент M приложен к стерж-

ню, горизонтальная сила F — к углу B. За

обобщенную координату принять ϕ.
Решение

Выразим скорости тел через обобщенную координату:

Учтём, что: VCx = 0 VAy = 0
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Составим граф:
ϕ ϕ−π/2

A−→B −→ C
a b

x : 0 = VAx − aϕ̇ sin(ϕ) + bϕ̇ cos(ϕ)
y : VCy = aϕ̇ cos(ϕ) + bϕ̇ sin(ϕ)
Следовательно: VAx = aϕ̇ sin(ϕ) − bϕ̇ cos(ϕ)

Составим граф:
ϕ

A−→B
a

x : VBx = VAx − aϕ̇ sin(ϕ)
Следовательно: VBx = −bϕ̇ cos(ϕ)
Кинетическая энергия:

T = 3m1/4V 2

A + m2/2V 2

C

T = 3m1/4(a2ϕ̇2 sin2(ϕ)−abϕ̇2 sin(2ϕ)+b2ϕ̇2 cos2(ϕ))+m2/2(a2ϕ̇2 cos2(ϕ)+
a2ϕ̇2 sin(2ϕ) + b2ϕ̇2 sin2(ϕ))
T = ϕ̇2/2(A + B sin2(ϕ) + C sin(2ϕ))
Обобщенная сила:

Q = (Mϕ̇ + FVBx − m2gVCy)/ϕ̇
Q = M − Fb cos(ϕ) − m2gb sin(ϕ) − m2ga cos(ϕ)
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1.59. Стержень длиной L с точкой массой

m1 на конце жестко соединен с диском ра-

диуса R. Масса диска m2. На диск положен

без проскальзывания горизонтальный бру-

сок, опирающийся одним концом на под-

шипник. Момент M приложен к стержню.

За обобщенную координату принять ϕ.
Решение

Выразим скорости тел через обобщенную координату:

Учтём, что: VOx = 0 VOy = 0

Составим граф:
π/2

O−→A
R

x : VAx = −ϕ̇R

Составим граф:
π/2

O−→B
R

x : VBx = −2ϕ̇R

Составим граф:
ϕ

A−→C
L

x : VCx = −ϕ̇R − ϕ̇L sin(ϕ)
y : VCy = ϕ̇L cos(ϕ)
Кинетическая энергия:

T = 3/4m2V
2

Ax + 1/2m1V
2

C
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T = 3/4m2ϕ̇
2R2 + 1/2m1(ϕ̇

2R2 + 2ϕ̇2RL sin(ϕ) + ϕ̇2L2)
T = A/2ϕ̇2 + B/2ϕ̇2 sin(ϕ)
Обобщенная сила:

Q = (−Mϕ̇ − FVBx − m1gVCy)/ϕ̇
Q = −M + 2FR − m1gL cos(ϕ)
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1.60. Стержень длиной L с точкой массой

m1 на конце жестко соединен с диском ра-

диуса R. На диск положен без проскальзы-

вания горизонтальный брусок массой m2,

опирающийся одним концом на подшип-

ник. Момент M приложен к стержню. За

обобщенную координату принять ϕ.
Решение

Выразим скорости тел через обобщенную координату:

Учтём, что: VOx = 0 VOy = 0

Составим граф:
π/2

O−→A
R

x : VAx = −ϕ̇R

Составим граф:
π/2

O−→B
R

x : VBx = −2ϕ̇R

Составим граф:
ϕ

A−→C
L

x : VCx = −ϕ̇R − ϕ̇L sin(ϕ)
y : VCy = ϕ̇L cos(ϕ)
Кинетическая энергия:

T = 1/2m2V
2

Bx + 1/2m1V
2

C

T = 2m2ϕ̇R2 + 1/2m1(ϕ̇
2R2 + 2ϕ̇2RL sin(ϕ) + ϕ̇2L2)

T = A/2ϕ̇2 + B/2ϕ̇2 sin(ϕ)
Обобщенная сила:

Q = (Mϕ̇ + FVBx − m1gVCy)/ϕ̇
Q = M − 2FR − m1gL cos(ϕ)
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